
 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ  Α 

Α1.  Σελ.  111  σχολ. βιβλίου. 

Α2.  Σελ.  128  σχολ.  βιβλίου. 

Α3.  Σελ.  141  σχολ.  βιβλίου. 

Α4.  α)  Λ       β)  Λ       γ)  Σ       δ)  Λ       ε)  Λ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο (1, )+  ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων, 

άρα και συνεχής με ( ) 2

ln 1

ln

−
 =

x
f x

x
. Για 21 ln 0 ln 0    x x x . Επιπλέον 

ln 1 0 ln 1−     x x x e . Ο πίνακας μονοτονίας της f είναι ο παρακάτω: 

 

 

 

 

 

                          

 :f 2  στο (1, ]e  και 1 στο [ , )+e . 

 H f καθότι συνεχής στο =x eκαι λόγω της μονοτονίας της, παρουσιάζει στο =x e  ΕΛΑΧΙΣΤΟ 

 το ( ) =f e e . 

Β2. •  ( )
1 1 1

1
lim ( ) lim lim 1

ln lnx x x

x
f x x

x x+ + +→ → →

 
= =  =  + = + 

 
,  

γιατί 
1

lim ln 0
x

x
+→

=  και ln 0x   για κάθε 1x  .  

Άρα η ευθεία 1x =  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της fC . 

•  
1

lim ( ) lim lim lim
1lnx x DLH x x

x
f x x

x

x

+ 
 
+ 

→+ →+ →+ →+
= = = = + . 

Άρα η fC δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη. 

 

Β3. Η ( ) 2ln lnf x x x x=  είναι συνεχής στο 2[ , ]e e ως γινόμενο συνεχών.  

( )
2

2( ) ln

e

e

f x x dx = ( )

2
2 2 2

2 2 2

ln ln ln ln
2 2 2

ee e e

e e ee

x x x
x xdx xdx x x dx

    = = − =   
   

  

2
2

4

2 2

e

e

e x
e dx− − =  
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4

2 4

e

e

e x
e

 
− − = 

 

2 4 2 4 2
4 3

2 4 4 4

e e e e e
e

−
− − + = . 

x 1             e                       +       

f ( x )  ⎯ + 

f ( x )   2             1  
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Β4. 
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 1
ημ f x ημ f x

f x f x f x
 =    οπότε 

( ) ( )
( )

( )

1 1 1
ημf x

f xf x f x
−    . 

( ) ( )

1 1
lim lim 0
x xf x f x→+ →+

   
− = =   
   
   

, γιατί ( )lim
x

f x
→+

= + , 

οπότε σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής, 
( )

( )
1

lim 0
x

ημf x
f x→+

 
 =  

 

. 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η f είναι παραγωγίσιμη στο ( )0,+  ως πράξεις και σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων 

με ( )
1

2

x af x e
x

− = −  , 0x  . Εφόσον η εφαπτομένη της στο σημείο με τετμημένη 1 είναι 

παράλληλη στην ευθεία 
1

2026
2

y x= + , ισχύει ότι: 

( ) 1 11 1 1
1 1 1 0 1

2 2 2

a af e e a a− − =  − =  =  − =  = . 

 

Γ2. α) Θέτουμε   ( ) 12 1xg x xe −= − .  

• Η g είναι συνεχής στο [0,1] ως πράξεις και σύνθεση συνεχών συναρτήσεων και  

ισχύει ότι ( ) ( )0 1 1 1 1 0g g = −  = −  ,  

οπότε σύμφωνα με το Θ. ΒΟLZANO, υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0 0,1x   τέτοιο ώστε ( )0 0g x = . 

• Η g είναι συνεχής στο  )0,+  ως πράξεις και σύνθεση συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη 

στο ( )0,+  ως πράξεις και σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων, με  

( ) 1 1 11 1 2
2 0x x x x

g x e xe e
x x

− − − +
 = + =    για κάθε 0x  . 

Άρα η g είναι 1 στο [0, )+  και η ρίζα 0x  είναι μοναδική. 

β) Για 1α =  η συνάρτηση f  γίνεται: ( ) 1xf x e x−= − , 0x  .  

Από το Γ1. έχουμε: ( )
1

1 1 2 1

2 2

x
x xe

f x e
x x

−
− −

 = − = , 0x  .  

Επειδή 2 0x   για κάθε 0x  , το πρόσημο της f   εξαρτάται από τον αριθμητή, που βλέπουμε ότι 

είναι η συνάρτηση ( )g x  του προηγούμενου ερωτήματος που μηδενίζεται στο 0x  και είναι γνησίως 

αύξουσα, οπότε : 

για ( ) ( ) ( ) 0
g

o ox x g x g x g x    
1

, άρα και ( ) 0f x  . 

για ( ) ( ) ( ) 0
g

o ox x g x g x g x    
1

, άρα και  ( ) 0f x  . 

Πίνακας μονοτονίας της  f : 

 

:f 2στο [0, ]ox  και 1 στο [ , )ox + , είναι συνεχής 

 στο 0x , οπότε παρουσιάζει σ’ αυτό ΕΛΑΧΙΣΤΟ. 

 

 

x 0                 0x                 +       

f ( x )  ⎯ + 

f ( x )   2             1  



Γ3. Η f  είναι συνεχής στο [0, )+  ως σύνθεση και διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 

H ( ) 1 1

2

xf x e
x

− = −  είναι παραγωγίσιμη στο ( )0,+  ως σύνθεση και διαφορά παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με ( ) ( )1 1 1

1

1 1
0

42 4

x x xx
f x e e e

xx x x

− − −

−  = − = − = +  
 

 για κάθε 0x  .  

Άρα :f 3 στο [0, )+ . 

 

Γ4. ( )
:2

1 1 1 1 1 1
2 2 1

2 2 2 2

x xe x x e x x f x x− −−  −  −  −   −  1  

Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο ( )1, (1)f είναι: 

( ) ( )
1 1 1

(1) (1) 1 1
2 2 2

y f f x y x y x− = −  = −  = − . 

Αφού λοιπόν η f είναι κυρτή, οι τιμές της είναι «πάνω» από αυτές της εφαπτομένης,  

άρα ισχύει η 1 . 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  • Η f  είναι συνεχής στο (0,1) (1, ) +  ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 

Η f  είναι συνεχής και στο  x=1 γιατί: ( ) ( )

0

0

1 1 1

ln 1
lim lim lim 1 1

1x x DLH x

x
f x f

x x

 
 
 

→ → →
= = = =

−
. 

• Η f  είναι παραγωγίσιμη στο ( ) ( )0,1 1, + , ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων, με  

( )
( )

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1
1 ln 1 ln

1 ln
0

1 1 1

x x x
x x xx xf x

x x x x

− − − −
− −

 = = = 
− − −

 για κάθε ( ) ( )0,1 1,x  + , γιατί: 

Θέτω ( ) 1 ln , 0g x x x x x= − −  . 

Η g είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο ( )0,+  ως πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων, με ( )
1

1 0 ln 1 ln 1 lng x x x x x
x

 
 = − − +  = − − = − 

 
. 

( ) 0 ln 0 ln 0 1g x x x x =  − =  =  =        

( ) 0 ln 0 ln 0 ln ln1 1g x x x x x   −         

 

 

Η g παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 1, ίσο με (1) 0g = . Οπότε 

( ) ( ) ( )1 0g x g g x    για κάθε ( )0,x + , με  το  “=” να ισχύει μόνο για x=1. 

Επίσης η f  είναι συνεχής  στο (0, )+ . 

Άρα η f  είναι γνησίως φθίνουσα.  

• Το σύνολο τιμών της f  είναι: ( ) ( ) ( )( ) ( )
:

: . 0
(0, ) lim , lim 0,

f

f x x
f f x f x

+→+ →
+ = = +



2

,  γιατί: 

( )
ln 1

lim lim lim 0
1x x DLH x

x
f x

x x

 
 
 

→+ →+ →+
= = =

−
 και ( )

0 0

ln
lim lim

1 1x x

x
f x

x+ +→ →

−
= = = +

− −
. 

Άρα  ( ) 0f x   για κάθε ( )0,x + . 

0 

g΄ 

g 

1 

+ - 

Ο.Μ. 

+∞ 



Δ2. Το ζητούμενο εμβαδόν είναι: ( ) ( )
1

e

E F x dx =  . 

Η F είναι παράγουσα της f στο ( )0,+  δηλ. ( ) ( )
: .

0
F

F x f x F =   


  στο  [1,e]. 

Άρα  ( ) ( )
( )

( )1 0 0
F

x e F x F e F x


    =    

Άρα  ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1
e e e

E F x dx F x dx x F x dx= − = − = − − =    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) 0

1 1 1
1 1 1 0 1 1

F e
e ee

x F x x F x dx e F e F x F x dx
=

 = − − + − = − − −  + − =      

( ) ( )
1

1
e

x f x dx= − . 

Αν  ( ) ( ) ( )
ln

1 1 1 ln
1

x
x x f x x x

x
  − = − =

−
. 

Αν  ( ) ( ) ( )1 1 1 0 0 ln1x x f x x=  − = −  = = . 

Οπότε για κάθε [1, ]x e  ισχύει: ( ) ( )1 lnx f x x− = . 

Άρα  ( )    
1 11 1 1

1
ln ln ln ln 1 ln1

e e ee e
xdx x xdx x x x dx e e x

x


 = = = −  =  −  − =    

( )1 1e e e e= − − = − + =1 τ.μ. 

 

Δ3. i) Για x = 1 προφανώς αληθεύει. 

 Για  0 1x  : ( )

1
ln

1 ln1 ln ln ln

1 1 1 1
1

x x x xxf x x f x
xx x x

x x

− − 
= = = = =   − − −  −

. 

ii)  ( ) ( ) ( )
)1

lim lim
i

x x
f x f f x x f x

x→+ →+

  
 =   =     

  
  

( )
( ) ( )

2
2

2

2

1
ln 2 ln

ln
lim lim lim

2 11x x DLH x

x x x
x x xx f x

xx

 
 
 

→+ →+ →+

+   


=  = = =
−−

 

( )

2

1 1
2ln 2

ln 2ln
lim lim

2 1 2x DLH x

x
x x x x

x

 
 
 

→+ →+

 +
+

= = =
−

1 1 ln 1 1
lim ln lim lim 0
x x DLH x

x
x

x x x x

 
 
 

→+ →+ →+

+ 
 + = = = 

 
.  

 

Δ4.  ( ) ( )11 lnf x x f x− = . 

Παρατηρώ ότι το x=1 είναι προφανής ρίζα γιατί: ( ) ( ) ( ) ( )111 ln1 1 1 1f f f f− =  = . 

•   Για  ( ) ( ) ( )

( ) ( )
11 11

111
ln

ln 0 ln 0

f

x x x f x f x
f x x f x

x x


+

    
 − 

  −  

 

•   Για  ( ) ( ) ( )

( ) ( )
11 11

110 1
ln

ln 0 ln 0

f

x x x f x f x
f x x f x

x x


+

     
 − 

  −  

 

Άρα το x=1 είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης. 

 


