
 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ A 

A1. Σχολικό βιβλίο σελ. 144. 

A2. Σχολικό βιβλίο σελ. 216. 

A3. Σχολικό βιβλίο σελ. 162. 

Α4. α) Σ     β) Λ     γ) Λ     δ) Σ     ε) Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Η f  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο (1, )+  ως ρητή, με 
2

1
( ) 0

( 1)
f x

x
 = − 

−
 για 

κάθε (1, )x + . Οπότε η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο (1, )+ , επομένως είναι 1-1 και 

αντιστρέφεται. 

( ) ( )1

1
(1, ) lim ( ), lim ( ) (1, )

f x x
D f f x f x−

+→+ →
= + = = + . 

1( ) ( ) ...
1 1

x y
f y x f x y y x

x y

− =  =  =   =
− −

. Επομένως 
1( )

1

x
f x

x

− =
−

, 1x  . 

Συνεπώς 1 (1, )ff
D D− = = +  και 

1( ) ( )f x f x− =  για κάθε (1, )x + . Άρα 1f f− = . 

Β2.    / ( ) 1/ 0 1/ 0 1 (1, )
1

g f f g

x
D D x D f x D x x x ή x

x


 
= =   =   =    = + 

− 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

x x
x g f x g f x g n

x x


 
= = = = 

− − 
. 

Β3. i) H   είναι παραγωγίσιμη στο (1, )+  ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων, με 

1
( ) ...

1 ( 1)

x
x n

x x x


 
 = = = − 

− − 
. 

Έστω ( )0 0, ( )x x  το σημείο επαφής της ζητούμενης εφαπτομένης. Τότε 

0( 1)

0 0

0 0

1
( ) 1 2 1 ... 2

( 1)

x

x x
x x

 


  = −  −  = −   =
−

.  

Επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης είναι: 

1
(2) (2)( 2) ... 1 2

2
y x y x n − = −   = − + + . 
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ii) Είναι 
1

1

1

lim ( ) lim lim( ) 0
1

x
u

x

x x u
x
u

x
x n nu

x


=
−

→+ →+ →
→+
→

 
= = 

− 
= . Επίσης 

( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x x g x x x x g x x            −     και 

( )lim ( ) lim ( ) 0
x x

x x 
→+ →+

= − = . 

Από κριτήριο παρεμβολής έχουμε ( )lim ( ) ( ) 0
x

x g x 
→+

 = . 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 2

1 1
lim ( ) lim( 1) 1
x x

f x x x
− −→ →

= − + + = , 
1 1

lim ( ) lim 1 1
x x

nx
f x

x+ +→ →

 
= + = 

 
 και (1) 1f = . Άρα η f  

είναι συνεχής στο 1. 
2

1 1 1

( ) (1) ( 1)
lim lim lim 1

1 1 1x x x

f x f x x x x

x x x− − −→ → →

− − + − −
= = = −

− − −
 και 

0

0

2
1 1 1 1

1

( ) (1)
lim lim lim lim 1

1 1 2 1DLHx x x x

nx

f x f nxx x

x x x x x+ + + +→ → → →

−
= = = =

− − − −
. 

Άρα 
1 1

( ) (1) ( ) (1)
lim lim

1 1x x

f x f f x f

x x− +→ →

− −


− −
 και η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1. 

Γ2. • Από το Γ1 έχουμε ότι το 1 είναι κρίσιμο σημείο της f . 

• Η f  είναι παραγωγίσιμη στο ( ,1)−  ως πολυωνυμική, με ( ) 2 1f x x = − + . 

1
( ) 0 2 1 0

2
f x x x =  − + =  = . Επομένως το 

1

2
 είναι κρίσιμο σημείο της f . 

• Η f  είναι παραγωγίσιμη στο (1, )+  ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων, με 

2

1
( )

nx
f x

x

−
 = . 

2

1
( ) 0 0 1 0

nx
f x nx x e

x

−
 =  =  − =  = . Επομένως και το e  είναι κρίσιμο σημείο της 

f . 

Γ3. Είναι 2( ) ( ) ( ) 1y t x t x t= − + + . 

Τη χρονική στιγμή 0t  που το Μ βρίσκεται στη θέση 

(0,1)  έχουμε 0( ) 0x t =  και 0( ) 1x t = . 

Το εμβαδόν του ΜΟΚ είναι 
1

( )( )
2

 =   , 

οπότε 
21

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 1
2

t y t x t x t =  −  = − + + . 

Επομένως ( ) 2 ( ) ( ) ( )t x t x t x t   = −  +  και για 0t t=  

έχουμε 0 0 0 0( ) 2 ( ) ( ) ( )t x t x t x t   = −  + =  

2 0 1 1 1= −   + =  
2 / seccm . 

Γ4. Για κάθε [1, 2]x  είναι 0 0 1 1 ( ) 1
nx nx

nx f x
x x

    +    , ενώ 



2 1

2

1 1
1 2 2 1 ( )xx x e e e g x

e e

− − −   −  −  −       .  

Οπότε ( ) ( )f x g x  για κάθε [1, 2]x . Επομένως  

( )
2 2 2

2

1 1 1

1
( ) ( ) 1

2

x xnx
f x g x dx e dx n x x e dx

x

− −
   

 = − = + − = + + =   
   

    

2

2 2

2

1

1 1 1
2 1

2 2

x e
n x x e n

e

− −   
= + + = + +  
   

 τ.μ. 

 

ΘΕΜΑ  Δ 

Δ1. Για κάθε x  έχουμε: 

( ) ( )2 2 2( 1) ( ) 2 2 ( ) ( 1) ( ) 2 ( ) 2 ( 1) ( ) 2x f x xf x x f x xf x x f x x
  + = −  + + =  + =   

2( 1) ( ) 2x f x x c + = +   (1) 

H γραφική παράσταση της f  διέρχεται από την αρχή των αξόνων, οπότε (0) 0f = . 

Για 0x =  η (1) δίνει 0c = . 

Επομένως 2

2

2
( 1) ( ) 2 ( )

1

x
x f x x f x

x
+ =  =

+
, x . 

Για κάθε x  έχουμε: 
2

2 2

2(1 )
( ) ...

( 1)

x
f x

x

−
 = =

+
. 

( ) 0 ... 1 1f x x    −   . 

 

 

 

 

( ) ( )
: .

: 1
( , 1) lim ( ), lim ( ) ( 1,0)

f

f x x
f f x f x



 →− →−
− − = = −  

( )  
: .

:
[ 1,1] ( 1), (1) [ 1,1]

f

f
f f f




− = − = −  

( ) ( )
: .

: 1
(1, ) lim ( ), lim ( ) (0,1)

f

f x x
f f x f x



 →+ →
+ = =  

Άρα ( ) [ 1,1]f = − . 

Δ2. Για τη g  ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ. Rolle στο [0,1]  επομένως υπάρχει, 

τουλάχιστον, ένα 
0 (0,1)x   τέτοιο ώστε 

0( ) 0g x = . 

Για τη g  ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο [1, 2]  επομένως υπάρχει, τουλάχιστον, 

ένα 
1 (1, 2)x   τέτοιο ώστε 

1

(2) (1)
( ) (1) 0

2 1

g g
g x g

−
 = = − 

−
. 

Η g   είναι γνησίως μονότονη. 

Έστω ότι η g   είναι γνησίως αύξουσα, τότε: 

0 1 0 1( ) ( ) 0 (1) (1) 0
g

x x g x g x g g


      −    ΑΤΟΠΟ. 

Επομένως η g   είναι γνησίως φθίνουσα. Άρα η g  είναι κοίλη. 

x −             1−          1               +       

f ( x )  ⎯ + ⎯ 

f ( x )     



Δ3. Η g  είναι παραγωγίσιμη στο  και από το Δ2 έχουμε ότι υπάρχει 
0 (0,1)x   τέτοιο 

ώστε 
0( ) 0g x =  και αφού η g   είναι γνησίως φθίνουσα, το 

0x  είναι το μοναδικό σημείο 

μηδενισμού της g   και συνεπώς η μοναδική πιθανή θέση ακρότατου. 

Για 
0 0( ) ( ) ( ) 0

g

x x g x g x g x


       . Οπότε η g  είναι γνησίως αύξουσα στο 
0( , ]x− . 

Για 
0 0( ) ( ) ( ) 0

g

x x g x g x g x


       . Οπότε η g  είναι γνησίως φθίνουσα στο 
0[ , )x + . 

Άρα η g  παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 
0x . 

Δ4. Από το Δ1 έχουμε ( ) ( )
: .

: 0 1
(0,1) lim ( ), lim ( ) (0,1)

f

f x x
f f x f x



 → →
= =  και  

( ) ( )
: .

: 1
(1, ) lim ( ), lim ( ) (0,1)

f

f x x
f f x f x



 →+ →
+ = = . 

Επίσης 0(1) 1f x=  . 

Οπότε ( )0 (0,1)x f  και η f  είναι γνησίως αύξουσα στο (0,1)  επομένως υπάρχει μοναδικό 

1 (0,1)   τέτοιο ώστε 1 0( )f x = . 

Επίσης ( )0 (1, )x f +  και η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο (1, )+  επομένως υπάρχει 

μοναδικό 
2 (1, )  +  τέτοιο ώστε 2 0( )f x = . 

Πρέπει να δείξουμε ότι

( ) ( )0 0 0 0( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( ) 0
g

g f x g x g f x g x f x x f x x


   −       −  . 

Θέτουμε 0( ) ( )h x f x x= − , 
1 2( , )x   . 

H h  είναι συνεχής και δε μηδενίζεται στο 
1 2( , )  . Επομένως διατηρεί πρόσημο στο 

1 2( , )  . 

Επίσης 0 0(1) (1) 1 0h f x x= − = −  . 

Άρα 0( ) 0 ( ) 0h x f x x  −   για κάθε 
1 2( , )x   . 

 

 

 

 


